


Мiнiстерство освiти i науки України
Днiпровський нацiональний унiверситет iменi Олеся Гончара

Механiко-математичний факультет
Кафедра диференцiальних рiвнянь

Є.А. Макаренков, М.В. Матяш, А.В. Сясєв

ПРАКТИКУМ IЗ КУРСУ «ВИЩА МАТЕМАТИКА»

Диференцiальне числення функцiй однiєї змiнної

Рекомендовано Вченою радою
Днiпровського нацiонального унiверситету

iменi Олеся Гончара
Протокол №12 вiд 26.04.2017

Днiпро – 2017



УДК 517 (07)
ББК 22.16
M 15

Рецензенти:
д-р техн. наук, проф. I.В. Клименко
канд. фiз.-мат. наук, доц. М.Б. Вакарчук

M 15 Макаренков, Є.А. Практикум iз курсу «Вища математика».
Диференцiальне числення функцiй однiєї змiнної [Текст] / Є.А. Макаренков,
М.В. Матяш, А.В. Сясєв. — Д.: Днiпровський нац. ун-т, 2017. — 80 с.

Викладено стислi теоретичнi вiдомостi i детальнi розв’язання практичних
завдань з роздiлу вищої математики: «Диференцiальне числення функцiй
однiєї змiнної». Наведено варiанти iндивiдуального домашнього завдання i
приклади тестiв з вiдповiдями.

Призначений для студентiв усiх спецiальностей, якi вивчають дисциплiну
«Вища математика».

Навчальне видання

Євген Анатолiйович Макаренков,
Марина Вiкторiвна Матяш,
Андрiй Валерiйович Сясєв

Практикум iз курсу «Вища математика»
Диференцiальне числення функцiй однiєї змiнної

В авторськiй редакцiї
Орiгiнал-макет А.В. Сясєв

Пiдписано до друку 26.04.2017. Формат 60х841/16. Папiр друкарський. Друк плоский.
Ум. друк. арк. 5. Ум. фарбовiдб. 5. Облiк.- вид. арк. 5. Тираж 100 пр.

ДНУ iм. О. Гончара, просп. Гагарiна, 72, м. Днiпро, 49010.

c© Макаренков Є.А., Матяш М.В., Сясєв А.В., 2017



Змiст

Вступ 5

1 Диференцiювання функцiй 6

1.1. Похiдна функцiї однiєї змiнної . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2. Механiчний, фiзичний та геометричний змiст похiдної . . . . . . 7

1.3. Диференцiйованiсть та неперервнiсть функцiй . . . . . . . . . . 10

1.4. Правила диференцiювання . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.5. Похiдна степеневої, показникової,
логарифмiчної, тригонометричної функцiй . . . . . . . . . . . . 16

1.6. Диференцiювання складеної функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.7. Похiдна оберненої функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

1.8. Похiдна функцiї, заданої параметрично . . . . . . . . . . . . . . 27

1.9. Похiдна неявно заданої функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.10. Логарифмiчне диференцiювання.
Похiдна показниково-степеневої функцiї . . . . . . . . . . . . . . 29

1.11. Похiднi вищих порядкiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

1.12. Таблиця похiдних . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2 Застосування диференцiального числення 36

2.1. Диференцiал функцiї та його застосування . . . . . . . . . . . . 36

2.2. Правило Лопiталя . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.3. Застосування диференцiального числення до дослiдження
функцiй . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



4 Змiст

2.3.1. Монотоннiсть функцiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
2.3.2. Локальний екстремум функцiї . . . . . . . . . . . . . . . 46
2.3.3. Найбiльше i найменше значення функцiї на вiдрiзку . . . 49
2.3.4. Опуклiсть i угнутiсть функцiї. Точки перегину . . . . . . 51
2.3.5. Асимптоти кривої . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
2.3.6. Схема дослiдження функцiї та побудова її графiка . . . . 54

Iндивiдуальнi домашнi завдання 61

Приклади тестiв 77

Лiтература 79



Вступ

Диференцiальне числення — роздiл вищої математики, в якому
вивчаються похiднi i диференцiали функцiй та їх застосування до
дослiдження функцiй. Основним поняттям диференцiального числення є
поняття похiдної, яке визначає швидкiсть змiни величин, що змiнюються
нерiвномiрно.

Запропоноване навчальне видання може бути корисним для самостiйної
роботи студентiв при вивченнi роздiлу «Диференцiальне числення функцiй
однiєї змiнної», а також для викладачiв при пiдготовцi i проведеннi
практичних занять.

Практикум мiстить стислi теоретичнi вiдомостi i докладнi розв’язання
практичних завдань, варiанти iндивiдуального домашнього завдання i
приклади тестiв з вiдповiдями.

В результатi освоєння роздiлу студент повинен: знати основнi поняття та
означення; вмiти самостiйно використовувати математичний апарат; володiти
первинними навичками i основними методами розв’язування математичних
задач з загально iнженерних i спецiальних дисциплiн.



Роздiл 1

Диференцiювання функцiй

1.1. Похiдна функцiї однiєї змiнної

Диференцiальне числення — роздiл математики, в якому розглядається
дослiдження функцiй за допомогою похiдних та диференцiалiв.

Нехай задано функцiю y = f(x), яка визначена на iнтервалi (a; b).
Надамо аргументу x прирiст ∆x i знайдемо вiдповiдний йому прирiст

функцiї ∆y = f(x + ∆x) − f(x). Запишемо вiдношення приросту функцiї

до приросту аргументу
∆y

∆x
i знайдемо границю lim

∆x→0

∆y

∆x
. Якщо ця границя

iснує, то її називають похiдною функцiї i позначають f ′(x) або y′, f ′x, y′x,
dy

dx
.

Означення 1.1. Похiдною функцiї y = f(x) в точцi x називається
границя вiдношення приросту функцiї до приросту аргументу, коли
останнiй прямує до нуля, тобто

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x+ ∆x)− f(x)

∆x
.

Означення 1.2. Операцiя знаходження похiдної називається
диференцiюванням.

Значення похiдної в точцi x = x0 позначається f ′(x0), або y′
∣∣∣∣
x=x0

, або

y′(x0).
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1.2. Механiчний, фiзичний та геометричний

змiст похiдної

Задача 1.1. Нехай матерiальна точкаM рухається нерiвномiрно вздовж
прямої i за час t проходить вiдстань S. Визначити швидкiсть її руху в кожний
момент часу.

Розв’язання. Кожному значенню часу t вiдповiдає вiдстань OM = S

вiд деякої фiксованої точки O, тобто S = S(t) (рис. 1.1). Нехай з моменту t
пройшов деякий час ∆t. За цей час точка перейде в положення M1 i пройде
вiдстань MM1 = ∆S. Вiдстань OM1 позначимо S(t+ ∆t).

Рис. 1.1

Середня швидкiсть v руху точки за час ∆t буде

v =
∆S

∆t
=
S(t+ ∆t)− S(t)

∆t
.

Якщо ∆t → 0, то lim
∆x→0

S(t+ ∆t)− S(t)

∆t
є швидкiсть руху v(t) в кожний

момент часу t.
Користуючись означенням похiдної, розв’язок задачi можна тлумачити

так: швидкiсть руху в даний момент часу – це похiдна функцiї S(t).
Отже, v(t) = S ′(t). Це – механiчний змiст похiдної.
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Задача 1.2. Задано рiвняння кривої y = f(x). Знайти рiвняння дотичної
i нормалi, що проведенi до неї в точцi M .

Означення 1.3. Дотичною до кривої в точцi M називається граничне
положення MT сiчної MM1, якщо точка M1 сiчної MM1 необмежено
наближається вздовж кривої до точки M (рис. 1.2).

Рис. 1.2

Означення 1.4. Нормаллю до кривої в точцi M називається пряма,
яка проходить через цю точку перпендикулярно до дотичної в цiй точцi.

Розв’язання. Рiвняння прямої, яка проходить через задану точку
M(x0, y0) має вигляд y − y0 = k(x − x0) в прямокутнiй системi координат,
k — кутовий коефiцiєнт прямої: k = tgα (рис. 1.3).

Нехай y = f(x) — неперервна крива, що має в точцi M дотичну (не
вертикальну). Знайдемо кутовий коефiцiєнт цiєї дотичної.

Для цього проведемо сiчну MM1 i позначимо через ϕ кут, який утворює
сiчна з вiссю Ox. Тодi

tgϕ =
∆y

∆x
=
f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
.

Якщо ∆x→ 0, то й ∆y → 0, тому що крива y = f(x) неперервна. Точка
M1 необмежено наближається до точкиM по кривiй i сiчна займає положення
дотичної.
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Рис. 1.3

Тодi ϕ→ α i lim
∆x→0

tgϕ = tgα = k. Оскiльки

lim
∆x→0

tgϕ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x)− f(x0)

∆x
= f ′(x),

то рiвняння дотичної в точцi M запишеться у виглядi y− y0 = f ′(x0)(x−x0).

Рiвняння нормалi в цiй точцi y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x− x0).

Отже, кутовий коефiцiєнт дотичної до кривої y = f(x) в точцi M(x0, y0)

— це значення похiдної функцiї y = f(x) в цiй точцi, тобто f ′(M0).
В цьому полягає геометричний змiст похiдної.
Про фiзичний змiст похiдної можна сказати: якщо функцiя y = f(x)

описує деякий фiзичний процес, то похiдна y′ = f ′(x) — є швидкiсть змiни
цього процесу. Наприклад, швидкiсть хiмiчної реакцiї речовини N ′(t) — це
похiдна за часом t вiд кiлькостi речовини N(t), що вступила у реакцiю.
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1.3. Диференцiйованiсть та неперервнiсть

функцiй

Означення 1.5. Якщо функцiя y = f(x) має похiдну в точцi
x = x0, то говорять, що вона в цiй точцi диференцiйована. Якщо функцiя
диференцiйована в кожнiй точцi вiдрiзку [a, b], або (a, b), то говорять, що
вона диференцiйована на вiдрiзку (iнтервалi).

Теорема 1.1. Якщо функцiя y = f(x) диференцiйована в точцi x = x0,
то вона в цiй точцi неперервна.

Обернене твердження невiрно. Наприклад, функцiя y = 3
√
x в точцi x = 0

неперервна, але похiдна в цiй точцi не iснує.

Приклад 1.1. Знайти похiдну сталої величини.
Розв’язання. Нехай y = f(x) = C (C – стала величина).

1. Надамо аргументу x прирiст ∆x 6= 0 : x+ ∆x. Маємо f(x+ ∆x) = C.

2. Знайдемо прирiст ∆y : ∆y = f(x+ ∆x)− f(x) = C − C = 0.

3. Запишемо вiдношення
∆y

∆x
=

0

∆x
.

4. Знайдемо границю вiдношення lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

0

∆x
= 0.

Вiдповiдь: (C)′ = 0.

Приклад 1.2. Знайти похiдну функцiї y = x2 за означенням.
Розв’язання.

1. Надамо аргументу x прирiст ∆x 6= 0 : x+ ∆x.

2. Знайдемо прирiст ∆y:

∆y = f(x+ ∆x)− f(x) = (x+ ∆x)2 − x2 =

= x2 + 2x∆x+ (∆x)2 − x2 = 2x∆x+ (∆x)2.



1.3. Диференцiйованiсть та неперервнiсть функцiй 11

3. Запишемо вiдношення
∆y

∆x
:

∆y

∆x
=

2x∆x+ (∆x)2

∆x
=

∆x(2x+ ∆x)

∆x
= 2x+ ∆x.

4. Знайдемо границю вiдношення lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0
(2x+ ∆x) = 2x.

Вiдповiдь: y′ = 2x. або (x2)′ = 2x.

Приклад 1.3. Знайти похiдну функцiї y = sinx за означенням.
Розв’язання. Послiдовно: перейдемо вiд x до x+ ∆x, тодi

∆y = sin(x+ ∆x)− sinx;

вiдношення

∆y

∆x
=

sin(x+ ∆x)− sinx

∆x
=

2 sin
(x+ ∆x)− x

2
cos

(x+ ∆x) + x

2
∆x

=

=
2 sin

∆x

2
cos

2x+ ∆x

2
∆x

.

Границя вiдношення

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

2 sin
∆x

2
cos

2x+ ∆x

2
∆x

= lim
∆x→0

cos

(
x+

∆x

2

)
= cosx.

Вiдповiдь: (sinx)′ = cosx.

Приклад 1.4. Знайти похiдну функцiї y = cosx за означенням.
Розв’язання. Для цiєї функцiї

∆y = cos(x+ ∆x)− cosx = −2 sin
x+ ∆x+ x

2
sin

x+ ∆x− x
2

=
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= −2 sin

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2
,

lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

−2 sin

(
x+

∆x

2

)
sin

∆x

2

∆x
=

= − lim
∆x→0

sin
∆x

2
∆x

2

lim
∆x→0

sin

(
x+

∆x

2

)
= − sinx.

Вiдповiдь: (cosx)′ = − sinx.

Приклад 1.5. Скласти рiвняння дотичної i нормалi до кривої y = x2 в
точцi A(2; 4).

Розв’язання. В цьому випадку рiвняння дотичної має вигляд

y − 4 = y′(2)(x− 2),

нормалi
y − 4 = − 1

y′(2)
(x− 2),

оскiльки x0 = 2, а y0 = 4.
Обчислемо похiдну: y′(x) = (x2)′ = 2x. В точцi x0 = 2 матимемо

y′(2) = y′
∣∣∣∣
x=2

= 4.

Тодi y − 4 = 4(x − 2) — рiвняння дотичної, y − 4 = −1

4
(x − 2) — рiвняння

нормалi. В загальному виглядi: 4x− y − 4 = 0, x+ 4y − 18 = 0.
Вiдповiдь: 4x−y−4 = 0 — рiвняння дотичної, x+4y−18 = 0 — рiвняння

нормалi.

Завдання для аудиторної роботи

1. Знайти похiдну функцiї за означенням: а) y = x3, б) y = ex.
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2. Знайти похiдну функцiї за означенням та обчислити значення похiдної
в точцi x0:

a) y = x2 + 1, x0 = 5; б) y = sin 2x, x0 = 0, в) f(t) = 4t2 − 3t+ 8, t = 1.

3. Знайти кут мiж лiнiями y = sinx i y = cos x при 0 ≤ x ≤ π. Кутом
мiж кривими вважають кут мiж дотичними до цих кривих в точцi перетину
кривих.

4. Знайти довжину вiдрiзку дотичної до параболи y = x2 вiд точки
перетину дотичної з вiссю Ox до точки дотику M(2; 4).

5. Матерiальна точка рухається за законом S(t) = t3 + 3t+ 1 , де S(t) —
вiдстань в метрах. Знайти середню швидкiсть руху матерiальної точки на
промiжку часу вiд t0 = 1c до t1 = 5c та швидкiсть в момент часу t0 = 1c.

Домашнi завдання

1. Знайти за означенням похiдну функцiї:

a) y = 5x3 − 2x+ 7, б) y =
1

x
, в) y =

√
x.

2. Знайти рiвняння дотичної i нормалi до кривої y = x3 в точцi x0 = −2.

3. Знайти рiвняння дотичної i нормалi до кривої y = 2x − x2 в точках
перетину її з вiссю Ox.

Вiдповiдi:

1. a) 15x2 − 2, б) − 1

x2
, в) − 1

2
√
x
.

2. 12x− y + 16 = 0, x+ 12y + 98 = 0.

3. 2x− y = 0, x+ 2y = 0; 2x+ y − 4 = 0, x− 2y − 2 = 0.

Завдання для самоперевiрки

1. Дати означення похiдної функцiї y = f(x) в точцi x.

2. Як знайти похiдну за означенням?
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3. Охарактеризувати символи f ′(x) i f ′(x0).

4. Довести, користуючись означенням похiдної, що (3x2−5x+2)′ = 6x−5.

5. Дотична до кривої y = f(x) в точцi M(x0, y0) нахилена до вiсi Ox пiд
кутом 45o. Чому дорiвнює f ′(x0)?

6. Який змiст похiдної функцiї S = S(t) в точцi t?

7. Дати означення функцiї, диференцiйованої в точцi i диференцiйованої
на вiдрiзку.

8. Записати рiвняння дотичної i нормалi до кривої y = f(x) в точцi
M(x0, y0).

9. Що можна сказати про кут, який утворює дотична з вiссю Ox, якщо
f ′(x) > 0, f ′(x) < 0, f ′(x) = 0, f ′(x) =∞?

10. Якщо функцiя диференцiйована в точцi x, чи буде вона неперервною в
нiй? I навпаки: чи буде неперервна в точцi x функцiя диференцiйованою
в цiй точцi?

1.4. Правила диференцiювання

Теорема 1.2. Похiдна алгебраїчної суми (рiзницi) функцiй дорiвнює сумi
(рiзницi) похiдних цих функцiй.

� Нехай u = u(x) i v = v(x) — диференцiйованi функцiї на iнтервалi
(a, b). Позначимо y = u+ v. Тодi за означенням похiдної

y′ = lim
∆x→0

[u(x+ ∆x) + v(x+ ∆x)]− [u(x) + v(x)]

∆x
=

= lim
∆x→0

[u(x+ ∆x)− u(x)] + [v(x+ ∆x)− v(x)]

∆x
=

= lim
∆x→0

∆u

∆x
+ lim

∆x→0

∆v

∆x
= u′ + v′.
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Доведення для рiзницi (u− v)′ = u′ − v′ аналогiчне.
Отже, (u± v)′ = u′ ± v′. �

Теорема 1.3. Похiдна добутку двох функцiй (uv)′ дорiвнює добутку
похiдної першого спiвмножника на другий плюс добуток першого
спiвмножника на похiдну другого: (uv)′ = u′v + uv′.

� Використовуючи означення похiдної для y = uv, маємо:

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

u(x+ ∆x)v(x+ ∆x)− u(x)v(x)

∆x
.

Враховуючи, що u(x+∆x) = u(x)+∆u, а v(x+∆x) = v(x)+∆v останнiй
вираз перепишимо наступним чином

lim
∆x→0

[u(x) + ∆u][v(x) + ∆v]− u(x)v(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

[u(x)v(x) + v(x)∆u+ u(x)∆v + ∆u∆v]− u(x)v(x)

∆x
=

= lim
∆x→0

v(x)∆u+ u(x)∆v + ∆u∆v

∆x
=

= v(x) lim
∆x→0

∆u

∆x
+ u(x) lim

∆x→0

∆v

∆x
+ lim

∆x→0

∆u∆v

∆x
= u′v + uv′,

оскiльки ∆v → 0, якщо ∆x→ 0. �

Теорема 1.4. Похiдна частки двох функцiй
(
u

v

)′
дорiвнює дробу,

чисельник якого є рiзниця (u′v − uv′), а знаменник дорiвнює v2 (v 6= 0),
тобто (

u

v

)′
=
u′v − uv′

v2
.

� Позначимо y =
u

v
. За означенням похiдної

y′ = lim
∆x→0

u(x+ ∆x)

v(x+ ∆x)
− u(x)

v(x)

∆x
= lim

∆x→0

u(x) + ∆u

v(x) + ∆v
− u(x)

v(x)

∆x
.
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Приведемо до спiльного знаменника, зробимо тотожнi перетворення i
одержимо

lim
∆x→0

v(x)
∆u

∆x
− u(x)

∆v

∆x
v2(x) + v(x)∆v

=
u′v − uv′

v2
,

оскiльки ∆v → 0. �

1.5. Похiдна степеневої, показникової,

логарифмiчної, тригонометричної функцiй

Теорема 1.5. Похiдну степеневої функцiї y = xn знаходять за
формулою

(xn)′ = nxn−1.

� Застосуємо еквiвалентнiсть (1+t)n−1 ≈ nt при t→ 0. Тодi при y = xn,
матимемо

y′ = lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim

∆x→0

(x+ ∆x)n − xn

∆x
= lim

∆x→0

xn

[(
1 +

∆x

x

)n
− 1

]
∆x

.

Якщо t =
∆x

x
, то t→ 0 i

[(
1 +

∆x

x

)n
− 1

]
≈ n

∆x

x
. Тодi

y′ = lim
∆x→0

xnn
∆x

x
∆x

= nxn−1. �

Як наслiдок (x)′ = 1.

Теорема 1.6. Похiдну показникової функцiї y = ax знаходять за
формулою

(ax)′ = ax ln a.

� Скористаємось еквiвалентнiстю aα − 1 ≈ α ln a при α → 0. Тодi при
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y = ax, матимемо

(ax)′ = lim
∆x→0

ax+∆x − ax

∆x
= lim

∆x→0

ax(a∆x − 1)

∆x
= lim

∆x→0

ax∆x ln a

∆x
= ax ln a. �

Теорема 1.7. Похiдну логарифмiчної функцiї y = loga x, (a > 0, a 6= 1)

знаходять за формулою
(loga x)′ =

1

x ln a
.

� Скористаємось еквiвалентнiстю loga (1 + t) ≈ t loga e, якщо t→ 0. Тодi

при t =
∆x

x
, одержимо

(loga x)′ = lim
∆x→0

loga (x+ ∆x)− loga x

∆x
= lim

∆x→0

loga
x+ ∆x

x
∆x

=

= lim
∆x→0

loga

(
1 +

∆x

x

)
∆x

= lim
∆x→0

∆x

x
loga e

∆x
=

1

x
loga e =

1

x ln a
. �

Як наслiдок (lnx)′ =
1

x
.

Приклад 1.6. Знайти похiдну функцiї y = Cv(x), де C – стала величина.
Розв’язання. Скористаємось правилом диференцiювання добутку двох

функцiй:

y′ = (Cv(x))′ = C ′v(x) + Cv′(x) = 0 + Cv′(x) = Cv′(x)

Вiдповiдь: (Cv(x))′ = Cv′(x).
Отже, сталий множник можна виносити за знак похiдної.

Приклад 1.7. Знайти
(
C

x

)′
, якщо C = const.

Розв’язання.(
C

x

)′
= C

(
1

x

)′
= C

(1)′x− 1(x)′

x2
= C

0− 1

x2
= −C

x2
.
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В цьому випадку користувались висновком Прикладу 1.6. i правилом
диференцювання частки двух функцiй.

Вiдповiдь:
(
C

x

)′
= −C

x2
.

Приклад 1.8. Вивести похiдну функцiї y = tg x.

Розв’язання. Запишемо tg x =
sinx

cosx
i знайдемо похiдну частки,

скориставшись виведеними ранiше спiввiдношеннями:

(tg x)′ =

(
sinx

cosx

)′
=

(sinx)′ cosx− sinx(cosx)′

cos2 x
=

=
cosx cosx− sinx(− sinx)

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Вiдповiдь: (tg x)′ =
1

cos2 x
.

Приклад 1.9. Вивести похiдну функцiї y = ctg x.
Розв’язання. Запишемо ctg x =

cosx

sinx
i знайдемо похiдну частки:

(ctg x)′ =

(
cosx

sinx

)′
=

(cosx)′ sinx− cosx(sinx)′

sin2 x
=

=
− sinx sinx− cosx cosx

sin2 x
= −sin2 x+ cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

Вiдповiдь: (ctg x)′ = − 1

sin2 x
.

Приклад 1.10. Знайти похiдну функцiї y =
1

5
x5 − 2

3
x3 + x.

Розв’язання.

y′ =

(
1

5
x5

)′
−
(

2

3
x3

)′
+ (x)′ =

1

5
(x5)′ − 2

3
(x3)′ + (x)′ =

=
1

5
· 5x4 − 2

3
· 3x2 + 1 = x4 − 2x2 + 1 = (x2 − 1)2.

Вiдповiдь: (x2 − 1)2.



1.5. Похiдна степеневої, показникової,
логарифмiчної, тригонометричної функцiй 19

Приклад 1.11. Знайти похiдну функцiї f(x) = 2
√
x− 3

3
√
x2.

Розв’язання. Як i в попередньому прикладi, маємо

f ′(x) = (2
√
x− 3

3
√
x2)′ = 2(

√
x)′ − 3(x

2
3 )′ = 2 · 1

2
x−

1
2 − 3 · 2

3
x−

1
3 =

= x−
1
2 − 2x−

1
3 =

1√
x
− 2

3
√
x
.

Вiдповiдь:
1√
x
− 2

3
√
x
.

Приклад 1.12. Знайти похiдну функцiї y = x cosx.
Розв’язання.

y′ = (x cosx)′ = x′ cosx+ x(cosx)′ = 1 · cosx+ x(− sinx) = cos x− x sinx.

Вiдповiдь: cosx− x sinx.

Приклад 1.13. Знайти похiдну функцiї f(x) =
x2 − 2

x2 + 2
.

Розв’язання.

f ′(x) =

(
x2 − 2

x2 + 2

)′
=

(x2 − 2)′(x2 + 2)− (x2 + 2)′(x2 − 2)

(x2 + 2)2
=

=
2x(x2 + 2)− 2x(x2 − 2)

(x2 + 2)2
=

8x

(x2 + 2)2
.

Вiдповiдь:
8x

(x2 + 2)2
.

Приклад 1.14. Задано функцiю y = 2 ln x sinx+
x

x2 + 1
. Знайти y′.

Розв’язання. Застосуємо правила диференцiювання добутку, частки,
суми двох функцiй, похiднi тригонометричних функцiй, степеневої i
логарифмiчної функцiй:

y′ =

(
2 lnx sinx+

x

x2 + 1

)′
= (2 ln x sinx)′ +

(
x

x2 + 1

)′
=
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= 2[(lnx)′ sinx+ (sinx)′ lnx] +
x′(x2 + 1)− (x2 + 1)′x

(x2 + 1)2
=

= 2

[
1

x
sinx+ cosx lnx

]
+

1 · (x2 + 1)− 2x · x
(x2 + 1)2

=

= 2

[
sinx

x
+ cosx lnx

]
+

1− x2

(x2 + 1)2
.

Вiдповiдь: 2

[
sinx

x
+ cosx lnx

]
+

1− x2

(x2 + 1)2
.

Завдання для аудиторної роботи

Користуючись основними правилами диференцiювання, знайти похiднi
функцiй, заданих явно:

1) y =
9

3
√
x2

;

2) y = (x4 − 4)(3 tg x− 1);

3) y = x3 log2 x;

4) y = 5 · 2x +
3

4
ctg x;

5) y = x 4
√
x+ 3 sinx;

6) y = 5
√
x sinx− lnx

x2
;

7) y = tg x− ctg x;

8) y = −10 tg x+ 7ex;

9) y =
1

3
√
x2
− 2

x3
+ 7
√
x;

10) y = ax2 + bx+ c;

11) y =
1 + et

1− et
;

12) y =
21v

21v + 1
.

Домашнi завдання

Знайти похiднi заданих функцiй:

1) y = 4x2 − 3x+ 5;

2) y = x
3
√
x2 −

4
√
x

3
;

3) y = x3 tg x− 10x;

4) y =
1

3
x3 sinx;

5) y =
ctg x

x+ 1
;

6) y = x
√
x(3 lnx− 2);
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7) y =
1

5
x5 lnx− 1

8
x8 + 5;

8) y = 2x2 lnx− x4;

9) y = ctg x+
√
x;

10) y = 3x5 − 7x;

11) y =
3
√
x2 − 1

x4
;

12) y =
3
3
√
x
− 6
√

7;

13) y = 2 arctanx+ 3 lnx;

14) y =
3

4x
+

4x

3

Вiдповiдi:

1) 8x− 3;

2)
5

3
3
√
x2 − 1

12
4
√
x3

;

3) 3x2 tg x+
x3

cos2 x
;

4) x2 sinx+
1

3
x3 cosx;

5) −0.5 sin 2x+ x+ 1

(x+ 1)2 sin2 x
;

6)
3

2

√
x(3 lnx− 2) + 3

√
x;

7) x4

(
lnx− x3 +

1

5

)
;

8) 2x(lnx2 − 2x2 + 1);

9) − 1

sin2 x
+

1

2
√
x

;

10) 15x4 − 7x ln 7;

11)
2

3 3
√
x

+
4

x5
;

12) − 9

2
√
x5

;

13)
2

1 +
√
x5

+
3

x
;

14) − 3

4x2
+

4

3
.

1.6. Диференцiювання складеної функцiї

Нехай y = f(u) i u = ϕ(x) — двi довiльнi функцiї, u ∈ A, а x ∈ B, де
A i B — областi їх визначення. Значення u = ϕ(x) при будь-яких x ∈ B

належать областi A, ϕ(x) ∈ A. Тодi y = f [ϕ(x)].

Означення 1.6. Функцiю, яку одержано «накладанням» двох i бiльше
функцiй, називають складеною.
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Наприклад, функцiя y = log5 (x+ 3) складається з двох функцiй:
y = log5 u, u = x+ 3.

Теорема 1.8. Якщо функцiя u = ϕ(x) має похiдну u′x в точцi x, а
функцiя y = f(u) має похiдну y′u у вiдповiднiй точцi u, то складена функцiя
y = f [ϕ(x)] має похiдну y′x в точцi x: y′x = y′uu

′
x.

Приклад 1.15. Задано функцiю y = log5 (x2 + 3). Знайти y′x.
Розв’язання. Тут «накладенi» двi функцiї: y = log5 u, u = x2 + 3. Тодi

y′u =
1

u ln 5
u′x = 2x.

Отже,
y′x =

1

(x2 + 3) ln 5
(x2 + 3)′ =

2x

(x2 + 3) ln 5
.

Вiдповiдь:
2x

(x2 + 3) ln 5
.

Приклад 1.16. Задано функцiю y = sin2 x. Знайти y′x.
Розв’язання.

y′x = (sin2 x)′x = (sin2 x)′sinx(sinx)′x = 2 sin x cosx = sin 2x.

Вiдповiдь: sin 2x.

Приклад 1.17. Задано функцiю y = ln(tg x3). Знайти y′x.
Розв’язання. Тут функцiя складена з трьох складових:

y = lnu, u = tg v, v = x3.

Тодi y′x = (lnu)′u(tg v)′v(x
3)′x або

y′ =
1

tg x3
· 1

cos2 x3
· 3x2 =

3x2

tg x3 cos2 x3
.

Вiдповiдь:
3x2

tg x3 cos2 x3
.
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Приклад 1.18. Задано функцiю y = tg7 (x3 + 4). Знайти y′x.
Розв’язання.

y′x = y′ = 7 tg6 (x3 + 4)
1

cos2 (x3 + 4)
3x2.

Вiдповiдь:
21x2 tg6 (x3 + 4)

cos2 (x3 + 4)
.

Приклад 1.19. Знайти похiдну функцiї y =
√
x2 + 4x+ 2.

Розв’язання. Представимо дану функцiю у виглядi

y =
√
z, z = x2 + 4x+ 2

та диференцiюємо

y′z = (
√
z)′z =

1

2
√
z

=
1

2
√
x2 + 4x+ 2

, z′x = (x2 + 4x+ 2)′ = 2x+ 4.

Тодi остаточно
y′ =

x+ 2

2
√
x2 + 4x+ 2

.

Вiдповiдь:
x+ 2

2
√
x2 + 4x+ 2

.

Приклад 1.20. Знайти похiдну функцiї y =
cos2 x

sinx
.

Розв’язання. Диференцiюємо її як частку i складну функцiю

y′ =

(
cos2 x

sinx

)′
=

(cos2 x)′ sinx− (sinx)′ cos2 x

sin2 x
=

=
2 cosx(− sinx) sinx− cosx cos2 x

sin2 x
= −2 cosx(sin2 x+ cos2 x)

sin2 x

= −2 cosx

sin2 x
.

Вiдповiдь: −2 cosx

sin2 x
.
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1.7. Похiдна оберненої функцiї

Нехай y = f(x) i x = ϕ(y) — пара взаємно обернених функцiй, тобто
областю визначення функцiї ϕ(y) є множина значень функцiї f(x), а множина
значень ϕ(y) є областю визначення f(x).

Теорема 1.9. Якщо функцiя y = f(x) строго монотонна на iнтервалi
(a; b) i має вiдмiнну вiд нуля похiдну f ′(x) в цьому iнтервалi, то iснує
обернена функцiя x = ϕ(y), яка також має похiдну ϕ′(y) i

ϕ′(y) =
1

f ′(x)
.

Теорема 1.10. Похiднi вiд обернених тригонометричних функцiй
знаходять за формулами

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
; (arccosx)′ = − 1√

1− x2
;

(arctg x)′ =
1

1 + x2
; (arcctg x)′ = − 1

1 + x2
.

� Функцiя y = arcsinx, де x ∈ [−1; 1], є оберненою до функцiї x = sin y,

де y ∈
[
− π

2
;
π

2

]
. Функцiя x = sin y зростає i x′y = cos y > 0. Тодi за умовою

теореми про похiдну оберненої функцiї маємо

y′x =
1

x′y
=

1

cos y
=

1√
1− sin2 y

=
1√

1− x2
.

Для функцiї y = arctg x оберненою є x = tg y, де y ∈
[
− π

2
;
π

2

]
,

x ∈ (−∞;∞), i умова теореми 1.9 виконується (x = tg y зростає),

x′y =
1

cos2 y
> 0, y′x =

1

x′y
= cos2 y. Тодi

(arctg x)′ = cos2 y =
1

1 + tg2 y
=

1

1 + x2
.

Доведення iнших спiввiдношень аналогiчне. �
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Приклад 1.21. Знайти похiдну функцiї y = arcsinx+
√

1− x2.
Розв’язання.

(arcsinx+
√

1− x2)′ = (arcsinx)′+(
√

1− x2)′ =
1√

1− x2
+

1

2
√

1− x2
(1−x2)′ =

=
1√

1− x2
− x√

1− x2
=

1− x√
1− x2

=

√
1− x
1 + x

.

Вiдповiдь:
√

1− x
1 + x

.

Приклад 1.22. Знайти похiдну функцiї y =
√

1− x2 arccosx.
Розв’язання.

(
√

1− x2 arccosx)′ = (
√

1− x2)′ arccosx+ (arccosx)′
√

1− x2 =

= − x√
1− x2

arccosx− 1√
1− x2

√
1− x2 = −

(
1 +

x arccosx√
1− x2

)
.

Вiдповiдь: −
(

1 +
x arccosx√

1− x2

)
.

Приклад 1.23. Знайти похiдну функцiї y = arctg
x

a
+

1

2
ln(x2 + a2).

Розв’язання.[
arctg

x

a
+

1

2
ln(x2 + a2)

]′
=

(
arctg

x

a

)′
+

1

2

[
ln(x2 + a2)

]′
=

=
1

1 +

(
x

a

)2

(
x

a

)′
+

1

2

1

x2 + a2
(x2 + a2)′ =

x+ a

x2 + a2
.

Вiдповiдь:
x+ a

x2 + a2
.

Приклад 1.24. Знайти похiдну функцiї y = arcctg
√

2x− 1.
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Розв’язання.

y = (arcctg
√

2x− 1)′ = − (
√

2x− 1)′

1 + (
√

2x− 1)2
=

= − 1

1 + 2x− 1
· 2

2
√

2x− 1
= − 1

2x
√

2x− 1
.

Вiдповiдь: − 1

2x
√

2x− 1
.

Приклад 1.25. Знайти похiдну функцiї y = arcsin
1

x
.

Розв’язання.

y =

(
arcsin

1

x

)′
=

1√
1−

(
1

x

)2

(
1

x

)′
=

1√
x2 − 1

x2

(
− 1

x2

)′
=

= − 1

|x|
√
x2 − 1

.

Вiдповiдь: − 1

|x|
√
x2 − 1

.

Приклад 1.26. Знайти похiдну функцiї y = arctg
1− x
1 + x

.
Розв’язання.(

arctg
1− x
1 + x

)′
=

1

1 +

(
1− x
1 + x

)2

(
1− x
1 + x

)′
=

=
(1 + x)2

(1 + x)2 + (1− x)2

[
−(1 + x)− (1− x)

(1 + x)2

]
=

= − 2

2 + 2x2
= − 1

1 + x2
.

Вiдповiдь: − 1

1 + x2
.
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1.8. Похiдна функцiї, заданої параметрично

Нехай заданi двi функцiї x = ϕ(t) i y = ψ(t) однiєї змiнної t, якi визначенi
на одному i тому ж промiжку. В цьому випадку говорять, що функцiя задана
параметрично, а t — параметр.

Якщо x = ϕ(t) строго монотонна, то вона має обернену функцiю t = Φ(x)

i y = ψ[Φ(x)] — складена функцiя. Тодi похiдна складеної функцiї

y′x = y′t · t′x = ψ′(t)Φ′(x) =
ψ′(t)

ϕ′(t)
.

Отже, y′x =
y′t
x′t
.

Приклад 1.27. Знайти похiдну y′x функцiї{
x = 2 cos t,

y = 3 sin t.

.
Розв’язання. Згiдно виведенiй вище формулi, маємо

y′x =
y′t
x′t

=
(3 sin t)′

(2 cos t)′
=

3 cos t

−2 sin t
= −3

2
ctg x.

Вiдповiдь: −3

2
ctg x.

Приклад 1.28. Скласти рiвняння дотичної до циклоїди{
x = t− sin t,

y = 1− cos t,

в точцi M0(x0, y0), яка вiдповiдає параметру t =
π

2
.

Розв’язання. Знайдемо координати точки M0:
x0 = (t− sin t)

∣∣∣∣
t=
π

2

=
π

2
− sin

π

2
=
π

2
− 1,

y0 = (1− cos t)

∣∣∣∣
t=
π

2

= 1− cos
π

2
= 1.
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Знайдемо похiдну в точцi M0:

y′x

∣∣∣∣
t=π

2

=
sin t

1− cos t

∣∣∣∣
t=π

2

= 1.

Тодi рiвняння дотичної має вигляд

y − 1 = x−
(
π

2
− 1

)
,

або
y = x+ 2− π

2
.

Вiдповiдь: y = x+ 2− π

2
.

1.9. Похiдна неявно заданої функцiї

Нехай функцiя задана неявно у виглядi рiвняння F (x, y) = 0. Щоб
диференцiювати неявно задану функцiю, необхiдно знайти похiдну обох
частин рiвностi по x, вважаючи y складеною функцiєю вiд x. Потiм iз
одержаного рiвняння виразити y′.

Приклад 1.29. Знайти y′, якщо задана функцiя x3 + y3 − 3xy = 0.
Розв’язання. Згiдно з правилом диференцiювання неявної функцiї

маємо
3x2 + 3y2y′ − 3(x′y + y′x) = 0, x2 + y2y′ − y − y′x = 0,

x2 − y + y′(y2 − x) = 0.

Звiдси

y′ =
y − x2

y2 − x
.

Вiдповiдь:
y − x2

y2 − x
.

Приклад 1.30. Знайти x′t, якщо t lnx− x ln t = 1.
Розв’язання. Це рiвняння визначає х як неявну функцiю t.
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Диференцiюємо за t:

t′t lnx+ t
1

x
x′t −

(
x′t ln t+ x

1

t

)
= 0.

Через те, що t′t = 1,

lnx+
t

x
x′t − x′t ln t−

x

t
= 0, x′t

(
t

x
− ln t

)
− x

t
+ lnx = 0.

Отже,

x′t =

x

t
− lnx

t

x
− ln t

=
x(x− t lnx)

t(t− x ln t)
.

Щоб знайти x′t при t = 1, необхiдно визначити ще значення x, яке
вiдповiдає даному значенню t. Пiдставляючи t = 1 у вихiдне рiвняння,
одержимо 1 · lnx− x ln 1 = 1, звiдки lnx = 1, отже x = e.

Пiдставимо значення t, х у формулу для похiдної. Одержимо

x′t =
e(e− 1 · ln e)
1(1− e ln 1)

= e(e− 1).

Вiдповiдь: e(e− 1).

1.10. Логарифмiчне диференцiювання.

Похiдна показниково-степеневої функцiї

При знаходженнi похiдної деяких функцiй доцiльно застосовувати
логарифмування. Для диференцiювання показниково-степеневої функцiї
вигляду y = uv, де u = u(x) i v = v(x) логарифмування обов’язкове.

Виведемо спiввiдношення для похiдної цiєї функцiї. Спочатку
прологарифмуємо нашу функцiю y = uv:

ln y = lnuv =⇒ ln y = v lnu.



30 1. Диференцiювання функцiй

Тепер знайдемо похiдну неявної функцiї у припущенi, що y = y(x),
u = u(x) i v = v(x):

(ln y)′ = (v lnu)′,
1

y
y′ = v′ lnu+ v

u′

u
, y′ = y

(
v′ lnu+ v

u′

u

)
.

Залишається пидставити y = uv :

y′ = uv
(
v′ lnu+ v

u′

u

)
.

Нарештi, y′ = uvv′ lnu+ uv−1vu′.

Приклад 1.31. Знайти y′, якщо y = xsin 5x.
Розв’язання. Тут u = x; v = sin 5x. Тодi безпосередньо за формулою

y′ = xsin 5x(sin 5x)′ lnx+ xsin 5x−1x′ sin 5x =

= 5xsin 5x cos 5x lnx+ xsin 5x−1 sin 5x.

Вiдповiдь: 5xsin 5x cos 5x lnx+ xsin 5x−1 sin 5x.

Приклад 1.32. Знайти y′, якщо y =
x3ex

(x− 1)
√

3x+ 5
.

Розв’язання. Прологарифмуємо функцiю, а потiм знайдемо похiдну
неявної функцiї:

ln y = 3 ln x+ ln ex − ln (x− 1)− ln
√

3x+ 5;

1

y
y′ =

3

x
+

1

ex
ex − 1

x− 1
− 1√

3x+ 5
(
√

3x+ 5)′,

y′ =
x3ex

(x− 1)
√

3x+ 5

(
3

x
+ 1− 1

x− 1
− 3

2(3x+ 5)

)
.

Вiдповiдь:
x3ex

(x− 1)
√

3x+ 5

(
3

x
+ 1− 1

x− 1
− 3

2(3x+ 5)

)
.
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1.11. Похiднi вищих порядкiв

Нехай на iнтервалi (a, b) задана функцiя y = f(x). Тодi її похiдна y′ також
є функцiєю вiд x, i вона теж може мати похiдну на iнтервалi (a, b) або в деякiй
точцi x ∈ (a, b). Цю похiдну називають другою похiдною або похiдною другого

порядку. Позначають її y′′, f ′′(x),
d2y

dx2
, або

d

dx

(
dy

dx

)
.

Означення 1.7. Похiдною n-го порядку функцiї y = f(x) називають
похiдну вiд похiдної (n − 1) порядку. Позначають її y(n) = (yn−1)′ або
d

dx

(
d(n−1)y

dx(n−1)

)
.

Приклад 1.33. Знайти четверту похiдну функцiї y = x5 − 7x2 + x− 1.

Розв’язання.

y′ = 5x4 − 14x+ 1,

y′′ = (y′)′ = (5x4 − 14x+ 1)′ = 20x3 − 14,

y′′′ = (y′′)′ = (20x3 − 14)′ = 60x2,

y′′′′ = (60x2)′ = 120x.

Вiдповiдь: 120x.

Приклад 1.34. Знайти похiдну n-го порядку функцiї y = eax.

Розв’язання. Похiдна першого порядку: y′ = aeax; друга похiдна:
y′′ = a2eax; y′′′ = a3eax; y(4) = a4eax; ...; y(n) = aneax.

Вiдповiдь: aneax.

Друга похiдна застосовується при дослiдженнi функцiй i побудовi
графiкiв.

Фiзичний змiст другої похiдної : якщо перша похiдна S ′(t) = V (t) —
швидкiсть руху тiла, то другу похiдну S ′′(t) = V ′(t) = a(t) можна тлумачити
як прискорення.
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1.12. Таблиця похiдних

Зведемо всi виведенi спiввiдношення. Вважатимемо, що u = u(x),

v = v(x) — диференцiйовнi функцiї, C — стала величина.

Правила диференцiювання

1. y = f(u), u = u(x), y′x = y′uu
′
x;

2. (uv)′ = uvv′ lnu+ uv−1vu′;

3. (uv)′ = u′v + v′u;

4. y = y(t), x = x(t), y′x =
y′t
x′t

;

5. (u± v)′ = u′ ± v′;

6.
(
u

v

)′
=
u′v − v′u

v2
;

7. (Cu)′ = Cu′;

Таблиця похiдних

1. (C)′ = 0;

2. (un)′ = nun−1u′, n ∈ R;

3. (au)′ = au ln a ·u′, a > 0, a 6= 1;

4. (eu)′ = euu′;

5. (loga u)′ =
1

u ln a
u′;

6. (lnu)′ =
1

u
u′;

7. (sinu)′ = cosu · u′;

8. (cosu)′ = − sinu · u′;

9. (tg u)′ =
1

cos2 u
· u′;

10. (ctg u)′ = − 1

sin2 u
· u′;

11. (arcsinu)′ =
1√

1− u2
· u′;

12. (arccosu)′ = − 1√
1− u2

· u′;

13. (arctg u)′ =
1

1 + u2
· u′;

14. (arcctg u)′ = − 1

1 + u2
· u′.
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Завдання для аудиторної роботи

1. Знайти похiднi:

1) y = x(2− x)2;

2) y =
3

3x+ 5
− 2

x
;

3) y =
x3 − 1

x5 + 1
;

4) y =

(
sin

x

4
− cos

x

4

)2

;

5) y = (2x− 1) ctg (x+ 5);

6) y = tg 3x+
3

4
tg2 4x;

7) y =

(
1 + sin x

cosx

)2

;

8) y = ln

(
ctg x+

1

sinx

)
;

9) y = cos2 3x+ 3(1−x);

10) y cosxy = x2 + 3;

11) ln (x2 + 2y) = 2x;

12)

{
x = cos t,

y = sin 2t;

13) y = xlnx;

14) y =
(1− x2) cos6 6

7
√
x5

;

15) y = (tg x)cosx;

16) y = 5sinx cos 5x.

2. Знайти другу похiдну, якщо:

1) y = x(2− x)2;

2) y =
x− 1

x+ 1
;

3) y = x2e2x;

4) y =
√
x− 3

x
+

9

x2
;

5) y = x+
√

3− x;

6) y = cos2 3x+ 3(1−x).

3. Знайти похiдну n-го порядку, якщо y =
1

x
.

Домашнi завдання

1. Знайти похiднi:

1) y =
x+ e3x

x− e3x
; 2)

 x = tg t,

y =
1

sin2 t
;
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3)

{
x = et cos t,

y = et sin t;

4) x3 + y3 = sin (x− 2y);

5) y = arccos
√
x;

6) y =
sin2 x

ctg x+ 1
+

cos2 x

tg x+ 1
.

2. Знайти другу похiдну, якщо

1) y = (x2 − 1) ln (x− 1);

2) y =
lnx

x3
;

3) y = x cosx2;

4) y = (3− x2) ln2 x.

3. Знайти n-у похiдну, якщо y = e2x.

Вiдповiдi:

1.

1) y′ =
2e3x(3x− 1)

(x− e3x)2
;

2) y′ = −2 sin t cos3 t;

3) y′ =
cos t+ sin t

cos t− sin t
;

4) y′ =
cos (x− 2y)− 3x2

3y2 + 2 cos (x− 2y)
;

5) y′ = − 1

2
√
x− x2

;

6) y′ =
2 + cos 2x+ sin 2x

(ctg x+ 1)2
−

− 2− cos 2x+ sin 2x

(tg x+ 1)2
.

2.

1) 2 ln (x− 1) +
2x

x− 1
+ 1;

2) −3 + 4(1− 3 lnx)

x5
;

3) −6x sinx2 − 4x3 cosx2;

4)−2 ln2 x−4 lnx−
(

6

x2 + 2

)
lnx+

+
6

x2
− 2.

3. y(n) = 2ne2x.
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Завдання для самоперевiрки

1. Вивчити таблицю похiдних.

2. Чому дорiвнює похiдна суми функцiй?

3. Чому дорiвнює похiдна добутку двох функцiй?

4. Чому дорiвнює похiдна частки двох функцiй?

5. Сформулювати теорему про похiдну складенної функцiї.

6. Сформулювати теорему про похiдну оберненої функцiї.

7. Як обчислюється похiдна неявно заданної функцiї?

8. Що таке степенево-показникова функцiя? Як обчислюється її похiдна?

9. Що таке логарифмiчне деференцювання? Наведiть приклад.

10. Як обчислюється похiдна параметрично заданної функцiї?

11. Що називаеться другою похiдною функцiї y = f(x)? Який її фiзичний
змiст?

12. Що назiвається похiдною n-го порядку функцiї y = f(x)?



Роздiл 2

Застосування
диференцiального числення

2.1. Диференцiал функцiї та його застосування

Нехай функцiя y = f(x) диференцiйована в точцi x ∈ [a, b], тобто

f ′(x) = lim
∆x→0

∆y

∆x
. Тодi

∆y

∆x
= f ′(x)+α, α→ 0, ∆x→ 0 i ∆y = f ′(x)∆x+α∆x.

Рис. 2.1
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Означення 2.1. Диференцiалом dy функцiї y = f(x) в точцi x

називається головна лiнiйна вiдносно ∆x частина прирiсту функцiї f(x)

в цiй точцi: dy = f ′(x)∆x.

Якщо y = x, то y′ = x′ = 1, тому dy = dx = ∆x. Отже, можна записати
dy = f ′(x)dx.

Геометричний змiст диференцiалу пояснимо на рис. 2.1.
Диференцiал dy функцiї f(x) при заданих значеннях аргументу x

дорiвнює прирiсту ординати дотичної до кривої y = f(x) в точцi x.
Оскiльки dy ≈ ∆y при малих ∆x, то f(x+ ∆x) ≈ f(x) +f ′(x)∆x i замiна

приросту функцiї на її диференцiал геометрично означає замiну ординати
точки M1 кривої на ординату дотичної в точцi M .

Така замiна доцiльна лише при достатньо малих значеннях ∆x.

Приклад 2.1. Обчислити наближено
√

1,08.
Розв’язання. Розглянемо функцiю y =

√
x, x ∈ [0;∞). Скористаємось

наведеною вище формулою для наближених обчислень. При x = 1,
∆x = 0,08, значення f(1 + 0,08) ≈ f(1) + f ′(1) · 0,08. Тодi

√
1,08 ≈

√
1 + 0,08

(
1

2
√
x

)∣∣∣∣
x=1

= 1 +
0,08

2
= 1,04.

Вiдповiдь:
√

1,08 ≈ 1,04.

Приклад 2.2. Обчислити наближено arctg 1,05.
Розв’язання. При x = 1, ∆x = 0,05,

arctg(1 + 0,05) ≈ arctg(1) + 0,05 arctg′(x)

∣∣∣∣
x=1

або
arctg 1,05 ≈ π

4
+ 0,05

(
1

1 + x2

)∣∣∣∣
x=1

=
π

4
+

0,05

2
= 0,811.

Вiдповiдь: arctg 1,05 ≈ 0,811.
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2.2. Правило Лопiталя

Теорема 2.1. Нехай функцiї f(x) i ϕ(x) визначенi i диференцiйовнi в
деякому околi точки x0, за винятком, можливо, самої точки x0, причому

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

ϕ(x) = 0,

i в околi цiєї точки ϕ′(x) 6= 0. Тодi, якщо iснує границя вiдношення похiдних

lim
x→x0

f ′(x)

ϕ′(x)
, то iснує i границя вiдношення функцiй lim

x→x0

f(x)

ϕ(x)
i цi границi рiвнi

мiж собою, тобто

lim
x→x0

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

ϕ′(x)
.

Теорема 2.2. Нехай функцiї f(x) i ϕ(x) визначенi i диференцiйовнi в
деякому околi точки x0, i в цьому околi

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

ϕ(x) =∞, ϕ′(x) 6= 0.

Тодi, якщо iснує границя lim
x→x0

f ′(x)

ϕ′(x)
, то iснує границя lim

x→x0

f(x)

ϕ(x)
, i

виконується спiввiдношення

lim
x→x0

f(x)

ϕ(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

ϕ′(x)
.

Невизначеностi вигляду

{0 · ∞}, {∞−∞}, {00}, {∞0}, {1∞}

алгебраїчними перетвореннями зводяться до основних{
0

0

}
i
{
∞
∞

}
,

а потiм застосовується правило Лопiталя:
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а) якщо lim
x→x0

f(x) = 0, lim
x→x0

ϕ(x) =∞, то

lim
x→x0

[f(x)ϕ(x)] = {0 · ∞} = lim
x→x0

f(x)

1

ϕ(x)

=

{
0

0

}
;

б) якщо lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

ϕ(x) =∞,

lim
x→x0

[f(x)− ϕ(x)] = {∞−∞} = lim
x→x0

1

ϕ(x)
− 1

f(x)
1

ϕ(x)

1

f(x)

=

{
0

0

}
;

в) якщо lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

ϕ(x) = 0, то

lim
x→x0

[f(x)]ϕ(x) = e
lim
x→x0

[ϕ(x) ln f(x)]

i невизначенiсть {00} зводиться до невизначеностi {0 · ∞}. Невизначеностi
{∞0}, {1∞}, розкриваються аналогiчно.

Приклад 2.3. Обчислити границю lim
x→∞

lnx

x
.

Розв’язання. Пiдставивши до функцiй f(x) = lnx i ϕ(x) = x граничне
значення аргументу x, одержимо

lim
x→∞

lnx

x
=

{
∞
∞

}
.

Застосовуємо правило Лопiталя:

lim
x→∞

lnx

x
= lim

x→∞

(lnx)′

x′
= lim

x→∞

1

x
1

= lim
x→∞

1

x
= 0.

Вiдповiдь: lim
x→∞

lnx

x
= 0.
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Приклад 2.4. Обчислити границю lim
x→0

e5x − e2x

x
.

Розв’язання.

lim
x→0

e5x − e2x

x
=

{
0

0

}
= lim

x→0

5e5x − 2e2x

1
=

3

1
= 3.

Вiдповiдь: lim
x→0

e5x − e2x

x
= 3.

Приклад 2.5. Обчислити границю lim
x→2

(2− x) tg
πx

4
.

Розв’язання.

lim
x→2

(2− x) tg
πx

4
= {0 · ∞} = lim

x→2

2− x
1

tg
πx

4

= lim
x→2

2− x
ctg

πx

4

=

{
0

0

}
=

= lim
x→2

−1

π

4

(
− 1

sin2 πx

4

) =
4

π
.

В цьому прикладi спочатку звели невизначенiсть {0·∞} до вигляду
{

0

0

}
,

а потiм застосували правило Лопiталя.
Вiдповiдь: lim

x→2
(2− x) tg

πx

4
=

4

π
.

Приклад 2.6. Обчислити границю lim
x→π

2

(
tg x− 1

cosx

)
.

Розв’язання. Зведемо невизначенiсть {∞−∞} до вигляду
{

0

0

}
, а потiм

застосувємо правило Лопiталя:

lim
x→π

2

(
tg x− 1

cosx

)
= {∞−∞} = lim

x→π
2

(
sinx

cosx
− 1

cosx

)
=

= lim
x→π

2

sinx− 1

cosx
=

{
0

0

}
= lim

x→π
2

cosx

− sinx
= 0.
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Вiдповiдь: lim
x→π

2

(
tg x− 1

cosx

)
= 0.

Приклад 2.7. Обчислити границю lim
x→0

(
cos 2x

) 1

x2
.

Розв’язання. Маємо невизначенiсть {1∞}. Скористаємось
спiввiдношенням

lim
x→0

(
cos 2x

) 1

x2
= e

ln lim
x→0

(
cos 2x

) 1

x2

= e
lim
x→0

ln

(
cos 2x

) 1

x2

.

Знайдемо значення показника:

lim
x→0

ln

(
cos 2x

) 1

x2
=

= lim
x→0

1

x2
ln cos 2x = {∞ · 0} = lim

x→0

ln cos 2x

x2
=

{
0

0

}
=

= lim
x→0

−2 sin 2x

cos 2x
2x

= −2 lim
x→0

1

cos 2x
lim
x→0

sin 2x

2x
= −2 · 1 · 1 = −2.

Вiдповiдь: lim
x→0

(
cos 2x

) 1

x2
= e−2.

Завдання для аудиторної роботи

1. Записати властивостi диференцiала:

dC, d(Cu), d(u± v), d(uv), d

(
u

v

)
,

якщо C = const, u = u(x), v = v(x).
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2. Знайти диференцiали функцiй:

1) y =
x

2

√
16− x2 + 8 arcsin

x

4
; 2) y = arccos

x2 − 1

x2 + 1
.

3. Обчислити tg 46◦.
4. Знайти границi:

1) lim
x→0

1− cos 4x

x2
;

2) lim
x→∞

xe
x
2

5x+ ex
;

3) lim
x→0

(x−2 − ctg2 x);

4) lim
x→π

2

(π − 2x)cosx;

5) lim
x→0

(ln ctg x)tg 2x;

6) lim
x→0

(ln sin 2x)tg 3x;

7) lim
x→0

5x − 1

sinx
;

8) lim
x→0

ln (1 + 3x)

sin 4x
;

9) lim
x→1

(
tg
πx

4

)tg
πx

2 ;

10) lim
x→0

(ctg x)

1

lnx
;

11) lim
x→0

e2x + 3x2 − 1

3x− tg3 x
;

12) lim
x→0

x2

1− cos 4x
.

Домашнi завдання

1) lim
x→0

e3x − 1

arcsin 2x
;

2) lim
x→0

sinx+ x3 − x5

4x− x4
;

3) lim
x→0

2x − 2−x

ln (1 + 2x)
;

4) lim
x→π

2

(
tg x− 1

x− π

2

)
;

5) lim
x→0

(ctg x)

1

lnx2 ;

6) lim
x→π

2

(tg x)2x−π.

Вiдповiдi:

1) 3; 2) 0,25; 3) ln 2; 4) −2; 5) e0,5; 6) e.
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Завдання для самоперевiрки

1. Що називається диференцiалом функцiї?

2. Як визначається диференцiал функцiї через її похiдну?

3. Який геометричний змiст диференцiала?

4. Властивостi диференцiала.

5. Сформулювати правило Лопiталя для розкриття невизначеностей

вигляду
{

0

0

}
та
{
∞
∞

}
.

6. Якi невизначеностi можна розкрити за допомогою правила Лопiталя?

7. Як розкрити невизначеностi {0 · ∞}, {∞−∞}, {00}, {∞0}, {1∞}?

2.3. Застосування диференцiального числення

до дослiдження функцiй

Дослiдити функцiю, задану аналiтичним виразом y = f(x), означає
визначити такi її характеристики:

X область визначення,

X парнiсть чи непарнiсть,

X перiодичнiсть,

X монотоннiсть,

X екстремуми,

X найбiльше i найменше значення в заданому вiдрiзку.

X якщо є точки розриву функцiї, то необхiдно дослiдити її поведiнку
поблизу цих точок.
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Для графiчного зображення функцiї необхiдно додатково визначити:

X точки перетину графiка з осями координат;

X iнтервали опуклостi та угнутостi;

X точки перегину;

X асимптоти.

2.3.1. Монотоннiсть функцiї

Визначити, чи є функцiя зростаючою, або спадною, i знайти iнтервали
монотонностi можна за знаком похiдної.

Теорема 2.3 (необхiдна умова зростання). Якщо диференцiйована
на iнтервалi (a; b) функцiя f(x) зростає, то її похiдна невiд’ємна, тобто
f ′(x) ≥ 0 на цьому iнтервалi.

Теорема 2.4 (достатня умова зростання). Якщо функцiя f(x)

диференцiйована на iнтервалi (a; b) i f ′(x) > 0 для a < x < b, то функцiя
зростає на цьому iнтервалi.

Теорема 2.5 (необхiдна умова спадання). Якщо диференцiйована на
iнтервалi (a; b) функцiя f(x) спадає, то f ′(x) ≤ 0 на цьому iнтервалi.

Теорема 2.6 (достатня умова спадання). Якщо функцiя f(x)

диференцiйована на iнтервалi (a; b) i f ′(x) < 0 для a < x < b, то функцiя
спадає на цьому iнтервалi.

Зауваження. Якщо f ′(x) ≥ 0 (f ′(x) ≤ 0) на (a; b), то функцiя f(x) не
спадає (не зростає).

Iнтервали монотонностi можуть вiддiлятися один вiд одного точками,
в яких f ′(x) = 0, або точками, де похiдна не iснує. Цi точки називаются
критичними точками першого роду.
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Геометричний змiст теорем. Якщо на iнтервалi (a; b) функцiя f(x)

зростає, то дотична до кривої y = f(x) в кожнiй точцi iнтервалу утворює
з додатним напрямком осi Ox гострий кут. Якщо функцiя f(x) спадає на
(a; b), то кут мiж дотичною до кривої y = f(x) i додатним напрямком осi Ox
— тупий.

Щоб знайти iнтервали монотонностi функцiї f(x) i визначити її поведiнку
на цих iнтервалах, треба:

1) знайти область визначення;
2) знайти похiдну;
3) знайти критичнi точки I роду з рiвняння f ′(x) = 0 та за умови, що

f ′(x) не iснує;
4) роздiлити критичними точками область визначення функцiї на

iнтервали монотонностi;
5) визначити знак похiдної в кожному iнтервалi монотонностi: на

iнтервалах, де перша похiдна додатна, функцiя зростає, а де вiд’ємна —
спадає.

Приклад 2.8. Дослiдити функцiю f(x) = x3 − 3x− 4 на монотоннiсть.
Розв’язання.

1) область визначення функцiї: −∞ < x < +∞;

2) похiдна: f ′(x) = (x3 − 3x− 4)′ = 3x2 − 3;

3) критичнi точки I роду: 3x2 − 3 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = −1; похiдна iснує
на (−∞; +∞);

4) iнтервали монотонностi (рис. 2.2): x ∈ (−∞;−1) ∪ (−1; 1) ∪ (1; +∞);

5) при x ∈ (−∞;−1) похiдна додатна: f ′(−2) = 3 · (−2)2 − 3 = 9 > 0 —
функцiя зростає,
при x ∈ (−1; 1) похiдна вiд’ємна: f ′(0) = −3 < 0 — функцiя спадає,
при x ∈ (1; +∞) похiдна додатна: f ′(3) = 3 ·32−3 = 24 > 0 — функцiя
зростає.

Графiчно розв’язок задачi можна показати на рис. 2.2.
Вiдповiдь: функцiи зростає при x ∈ (−∞;−1) ∪ (1; +∞); спадає при

x ∈ (−1; 1).
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Рис. 2.2

Приклад 2.9. Знайти iнтервали монотонностi функцiї

f(x) = (2x+ 1) 3
√

(x− 2)2.

Розв’язання.

1) область визначення функцiї: −∞ < x < +∞;

2) похiдна: f ′(x) =
10(x− 1)

3 3
√
x− 2

;

3) критичнi точки I роду: f ′(x) = 0 ⇒ x1 = 1; похiдна не iснує в точцi
x2 = 2;

4) iнтервали монотонностi: x ∈ (−∞; 1) ∪ (1; 2) ∪ (2; +∞);

5) при x ∈ (−∞; 1) похiдна додатна — функцiя зростає,
при x ∈ (1; 2) похiдна вiд’ємна — функцiя спадає,
при x ∈ (2; +∞) похiдна додатна — функцiя зростає.

Вiдповiдь: функцiи зростає при x ∈ (−∞; 1) ∪ (2; +∞); спадає при
x ∈ (1; 2).

2.3.2. Локальний екстремум функцiї

Означення 2.2. Функцiя y = f(x) має локальний внутрiшнiй
максимум (або мiнiмум) в точцi x = x0, якщо:

1) f(x) визначена в точцi x0 в її достатньо малому «δ-околi», тобто
при x0 − δ < x < x0 + δ;

2) всi значення функцiї з «δ-околу» меншi (або бiльшi), нiж її значення
в точцi x0, тобто f(x) < f(x0) (абоf(x) > f(x0)).
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Геометричний змiст цього зрозумiлий iз рис. 2.3.

Рис. 2.3

Означення 2.3. Максимум (мiнiмум) називається екстремумом
функцiї.

Оскiльки цi поняття пов’язаннi з околом точки iз областi її визначення,
то екстремум функцiї може бути лише у внутрiшнiх точках областi.

Застосування похiдної до знаходження екстремуму функцiї базується на
таких теоремах.

Теорема 2.7 (необхiдна умова екстремуму). Якщо диференцiйована
функцiя y = f(x) має екстремум в точцi x0, то її похiдна в цiй точцi
дорiвнює нулю, тобто f ′(x0) = 0.

Теорема 2.8 (достатня умова екстремуму). Якщо неперервна
функцiя y = f(x) диференцiйована в деякому «δ-околi» критичної точки
x0 i при переходi через неї (злiва направо) похiдна f ′(x) мiняє знак з «+» на
«−», то x0 є точкою максимуму; якщо знак похiдної змiнюється з «−» на
«+», то x0 — точка мiнiмуму. (див. рис. 2.3).

Зауваження. Є такi функцiї, в точках екстремуму яких, похiдна не
iснує. Наприклад, функцiя f(x) = |x|. В точцi мiнiмуму x = 0 її похiдна не
iснує (рис. 2.4).
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Рис. 2.4

Отже, неперервна функцiя може мати екстремум лише в точках, де
похiдна дорiвнює нулю, або не iснує, тобто в критичних точках.

Щоб дослiдити функцiю на екстремум, необхiдно:
1) знайти область визначення;
2) знайти першу похiдну;
3) знайти критичнi точки I роду функцiї iз рiвняння f ′(x) = 0 та з умови,

що f ′(x) не iснує;
4) вибрати серед них внутрiшнi точки областi визначення;
5) дослiдити знак похiдної f ′(x) злiва i справа вiд кожної критичної точки;
6) виписати тi точки, де екстремум є;
7) знайти значення функцiї в точках екстремуму.
Для дослiдження функцiї на екстремум можна скористатись також

поняттям другої похiдної f ′′(x).

Теорема 2.9. Якщо в точцi x0 перша похiдна f ′(x0) = 0, а друга похiдна
f ′′(x0) 6= 0, то при f ′′(x0) < 0 функцiя має в цiй точцi максимум, а при
f ′′(x0) > 0 — мiнiмум.
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Приклад 2.10. Знайти екстремуми функцiї f(x) =
x3

3
− 3

2
x2 + 2x− 3.

Розв’язання. Область визначення функцiї: −∞ < x < +∞.
Критичнi точки I роду:

f ′(x) =

(
x3

3
− 3

2
x2 + 2x− 3

)′
= x2 − 3x+ 2;

x2 − 3x+ 2 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = 2.

Точок, де похiдна не iснує, немає. За першою похiдною (рис. 2.5): точка
x = 1 є точкою максимуму, а точка x = 2 — точкою мiнiмуму.

Рис. 2.5

Значення функцiї в цих точках:

fmax = f(1) = −13

6
, fmin = f(2) = −7

3
.

За другою похiдною: f ′′(x) = 2x− 3 ⇒ f ′′(1) = −1 < 0, f ′′(2) = 1 > 0.

Отже, в точцi x = 1 функцiя дiстає максимуму, а в точцi x = 2 — мiнiмум.
Вiдповiдь: fmax = f(1) = −13

6
, fmin = f(2) = −7

3
.

2.3.3. Найбiльше i найменше значення функцiї на

вiдрiзку

Неперервна на вiдрiзку [a; b] функцiя досягає своїх найбiльшого i
найменшого значень або у внутрiшнiх точках вiдрiзку, або на його кiнцях.

Алгоритм знаходження цих значень:
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1) знайти критичнi точки I роду функцiї на iнтервалi (a; b);

2) обчислити значення функцiї у знайдених критичних точках i в точках
x = a, x = b, тобто на кiнцях вiдрiзку;

3) вибрати серед цих значень найбiльше i найменше.
Якщо функцiя f(x) неперервна на iнтервалi (a; b), то слiд знайти границi

lim
x→a+ε

f(x), lim
x→b−ε

f(x) при ε → 0 i значення функцiї в критичних точках
iнтервалу.

Приклад 2.11. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї

f(x) = 3x4 + 4x3 + 1 на вiдрiзку [−2; 1].

Розв’язання. Знайдемо критичнi точки iз рiвняння f ′(x) = 0:

f ′(x) = (3x4 + 4x3 + 1)′ = 12x3 + 12x2;

12x3 + 12x2 = 0 ⇒ x1 = x2 = 0, x3 = −1.

Точки x = −1 i x = 0 належать вiдрiзку [−2; 1], тому знаходимо значення
функцiї в цих точках: f(−1) = 3− 4 + 1 = 0, f(0) = 1.

Знайдемо значення функцiї на кiнцях вiдрiзку: f(−2) = 48− 32 + 1 = 17,

f(1) = 8.

Отже, найбiльшим значенням є f(−2) = 17, а найменшим f(−1) = 0.
Вiдповiдь: fнайб = f(−2) = 17, fнайм = f(−1) = 0.

Задача 2.1. Визначити розмiри цилiндричного бака об’єму V , при яких
на його виготовлення пiде найменше матерiалу.

Розв’язання. Нехай радiус основи бака r, а його висота h. Тодi повна
поверхня бака S = 2πr2 + 2πrh. Це функцiя двох змiнних r i h. Виразимо

h =
V

πr2
, оскiльки об’єм V заданий. Отже,

S = S(r) = 2πr2 + 2πr
V

πr2
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або
S(r) = 2πr2 +

2V

r
.

Знайдемо критичнi точки I роду:

S ′(r) = 0 ⇒ 4πr − 2V

r2
= 0 ⇒ r =

3

√
V

2π
.

Знайдемо знак другої похiдної на iнтервалi (0; +∞):

S ′′(r) = 2

(
2π +

2V

r3

)
> 0.

Отже, в точцi r = 3

√
V

2π
функцiя S(r) має мiнiмум. Тодi висота

h =
V

π 3

√(
V

2π

)2
= 2

3

√
V

2π
= 2r.

Вiдповiдь: висота бака повинна бути вдвiчi бiльшою радiуса основи, щоб
на виготовлення бака об’єму V пiшло найменше матерiалу.

2.3.4. Опуклiсть i угнутiсть функцiї. Точки перегину

Означення 2.4. Крива (або функцiя) y = f(x) називається опуклою
на iнтервалi, якщо всi її точки, крiм точки дотику, лежать нижче її
дотичної на цьому iнтервалi.

Означення 2.5. Крива (або функцiя) y = f(x) називається вгнутою
(увiгнутою) на iнтервалi, якщо всi її точки, крiм точки дотику, лежать
вище її дотичної на цьому iнтервалi.

Означення 2.6. Точкою перегину називається точка кривої, яка
вiддiляє опуклу частину вiд вгнутої.

В точцi перегину дотична перетинає криву.
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Iнтервали опуклостi i вгнутостi знаходять за допомогою такої теореми.

Теорема 2.10. Нехай функцiя y = f(x) є двiчi диференцiйованою на
iнтервалi (a; b). Тодi:

• якщо f ′′(x) < 0, x ∈ (a; b), то крива опукла на (a; b);

• якщо f ′′(x) > 0, x ∈ (a; b), то крива вгнута на (a; b).

Означення 2.7. Точки, в яких друга похiдна f ′′(x) = 0 або не iснує,
називають критичними точками II роду функцiї f(x).

Теорема 2.11 (достатня умова iснування точки перегину). Нехай
x0 — критична точка II роду. Якщо при переходi через неї f ′′(x) змiнює
знак, то точка M0(x0; f(x0)) є точкою перегину кривої.

Отже, щоб знайти точки перегину, необхiдно знайти критичнi точки II
роду iз рiвняннь f ′′(x) = 0, f ′′(x) =∞ i дослiдити змiну знака другої похiдної
при переходi через цi точки.

Приклад 2.12. Знайти iнтервали опуклостi, вгнутостi та точки перегину
кривої f(x) = x5 − x+ 2.

Розв’язання. Область визначення функцiї: −∞ < x < +∞. Оскiльки
f ′′(x) = 20x3, то критична точка другого роду одна: x = 0. Розбиваємо
область визначення на два iнтервали (−∞; 0) ∪ (0; +∞) i дослiджуємо знак
другої похiдної при переходi через цю точку.

В iнтервалi (−∞; 0) друга похiдна f ′′(x) < 0, тому крива опукла.
В iнтервалi (0; +∞) друга похiдна f ′′(x) > 0, тому крива вгнута.
Отже, точка M(0; 2) є точкою перегину функцiї.
Вiдповiдь: функцiя опукла при x ∈ (−∞; 0); вгнута при x ∈ (0; +∞);

M(0; 2) — точка перегину.

2.3.5. Асимптоти кривої

Означення 2.8. Пряма L називається асимптотою кривої, якщо
вiдстань δ вiд змiнної точки M кривої y = f(x) до цiєї прямої прямує до
нуля, коли точка M , рухаючись по кривiй, вiддаляється в нескiнченнiсть.
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Розрiзняють асимптоти вертикальнi i невертикальнi (горизонтальнi i
похилi).

Для iснування вертикальної асимптоти x = x0 необхiдно i достатньо,
щоб границя lim

x→x0
f(x) = ∞, тобто в точках розриву функцiї завжди є

вертикальна асимптота.
Рiвняння похилої асимптоти має вигляд y = kx+ b, де

k = lim
x→±∞

f(x)

x
, b = lim

x→±∞
[f(x)− kx].

Асимптоти при x → +∞ i x → −∞ можуть бути рiзнi. Якщо хоча б
одна iз цих границь не iснує або дорiвнює нескiнченностi, то крива похилої
асимптоти не має.

Якщо k = 0, то y = b — рiвняння горизонтальної асимптоти.

Приклад 2.13. Знайти асимптоти кривої y =
2x2 + 5x− 1

x
.

Розв’язання. 1. Шукаємо вертикальнi асимптоти. Функцiя f(x) не
визначенна в точцi x = 0 i

lim
x→0−ε

2x2 + 5x− 1

x
= +∞, lim

x→0+ε

2x2 + 5x− 1

x
= −∞.

Отже, x = 0 — вертикальна асимптота кривої.
2. Шукаємо iншi асимптоти:

k = lim
x→∞

2x2 + 5x− 1

x2
= 2,

b = lim
x→∞

(
2x2 + 5x− 1

x
− 2x

)
= lim

x→∞

(
5x− 1

x

)
= 5.

Пряма y = 2x+ 5 є похила асимптота кривої.
Вiдповiдь: x = 0 — вертикальна асимптота кривої; y = 2x+ 5 — похила

асимптота кривої.
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Приклад 2.14. Знайти асимптоти кривої f(x) = xex.

Розв’язання. Вертикальних асимптот ця крива не має, тому що вона не
має точок розриву.

Для невертикальних асимптот

k = lim
x→+∞

xex

x
= lim

x→+∞
ex = +∞,

тому асимптоти при x→ +∞ немає.
При x→ −∞

k = lim
x→−∞

xex

x
= lim

x→−∞
ex = 0,

b = lim
x→−∞

(xex − 0 · x) = lim
x→−∞

x

e−x
=

{
∞
∞

}
= lim

x→−∞

−1

e−x
= 0,

тобто крива має горизонтальну асимптоту y = 0.

Вiдповiдь: y = 0 — горизонтальна асимптота кривої.

2.3.6. Схема дослiдження функцiї та побудова її

графiка

1. Знайти область визначення функцiї.

2. Виявити, чи є функцiя парною або непарною, чи перiодичною.

3. Знайти точки перетину графiка з осями координат, якщо вони є.

4. Дослiдити поведiнку функцiї в точках розриву, якщо вони є.

5. Знайти iнтервали монотонностi i визначити поведiнку функцiї в них.

6. Знайти точки екстремуму i значення функцiї в них.

7. Знайти точки перегину та iнтервали опуклостi (вгнутостi).

8. Знайти рiвняння асимптот графiка функцiї (якщо вони є).

9. За результатами дослiдження функцiї побудувати її графiк.
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Приклад 2.15. Дослiдити функцiю y =
x

1− x2
та побудувати її графiк.

Розв’язання.

1. Функцiя не визначена в точках x1 = –1, x2 = 1. Область її визначення
складається з трьох iнтервалiв (−∞;−1) ∪ (−1; 1) ∪ (1; +∞), а графiк — з
трьох гiлок.

2. Функцiя непарна, тому що

y(−x) =
−x

1− (−x)2
= − x

1− x2
= −y(x).

Отже, графiк її симетричний вiдносно початку координат i достатньо
побудувати його в частинi, наприклад, x ≥ 0.

Функцiя неперiодична.
3. Точки перетину графiка з осями координат: при x = 0, y = 0, тобто

графiк перетинає вiсi координат в точцi O(0; 0).

4. Дослiдимо поведiнку функцiї в точках розриву x1 = –1 i x2 = 1 та при
x→ −∞ i x→ +∞:

lim
x→−1−ε

x

1− x2
= lim

ε→0

−1− ε
1− (−1− ε)2

= lim
ε→0

−1− ε
−2ε− ε2

= +∞,

lim
x→−1+ε

x

1− x2
= lim

ε→0

−1 + ε

1− (−1 + ε)2
= lim

ε→0

−1 + ε

2ε− ε2
= −∞,

отже, x = −1 — точка розриву другого роду, через неї проходить вертикальна
асимптота;

lim
x→1−ε

x

1− x2
= lim

ε→0

1− ε
1− (1− ε)2

= lim
ε→0

1− ε
2ε− ε2

= +∞,

lim
x→1+ε

x

1− x2
= lim

ε→0

1 + ε

1− (1 + ε)2
= lim

ε→0

1 + ε

−2ε− ε2
= −∞,

отже, x = 1 — точка розриву другого роду, через неї проходить вертикальна
асимптота;

lim
x→−∞

x

1− x2
= +0, lim

x→−∞

x

1− x2
= −0.
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5. Знайдемо iнтервали монотонностi функцiї.
Критичнi точки I роду:

y′ =

(
x

1− x2

)′
=

1− x2 + 2x2

(1− x2)2
=

x2 + 1

(1− x2)2
,

x2 + 1

(1− x2)2
= 0 ⇒ x1 = –1, x2 = 1.

Тодi iнтервали монотонностi i поведiнка функцiї на цих iнтервалах:

• x ∈ (−∞;−1) перша похiдна y′ > 0 — функцiя зростає;

• x ∈ (−1; 0) перша похiдна y′ > 0 — функцiя зростає;

• x ∈ (0; 1) перша похiдна y′ > 0 — функцiя зростає;

• x ∈ (1; +∞) перша похiдна y′ > 0 — функцiя зростає.

6. Дослiдимо функцiю на екстремум.
Оскiльки перша похiдна не змiнює знак при переходi через критичнi

точки, то функцiя не має точок екстремуму.
7. Дослiдимо функцiю на опуклiсть. Знайдемо спочатку другу похiдну:

y′′ =

(
x2 + 1

(1− x2)2

)′
=

2x(1− x2)2 − 2(1− x2)(−2x)(x2 + 1)

(1− x2)4
=

=
2x(x2 + 3)

(1− x2)3
.

Точки перегину графiка знайдемо серед тих, де друга похiдна дорiвнює
нулю або не iснує. Це точки x = –1, x = 0, x = 1, тодi

• x ∈ (−∞;−1) ∪ (0; 1) друга похiдна y′′ > 0 — функцiя вгнута;

• x ∈ (−1; 0) ∪ (1; +∞) друга похiдна y′′ < 0 — функцiя опукла.
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8. Знайдемо асимптоти графiка функцiї.
Оскiльки точки x = –1 i x = 1 є точками розриву фукнцiї, то прямi

x = –1 i x = 1 є вертикальними асимптотами.
Знайдемо похилi асимптоти:

k = lim
x→±∞

x

1− x2

x
= lim

x→±∞

1

1− x2
= 0; b = lim

x→±∞
(y − kx) = lim

x→±∞

x

1− x2
= 0.

Отже, пряма y = 0 (вiсь Ox) є горизонтальною асимптотою при x→ ±∞.
9. За даними дослiдження складаємо таблицю i будуємо графiк (рис. 2.6).

Рис. 2.6
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Завдання для аудиторної роботи

1. Показати, що функцiя y = 4− 3x− x3 скрiзь спадає.
2. Знайти iнтервали монотонностi функцiї y = 2x3 + 3x2 − 12x+ 5.

3. Знайти екстремуми та iнтервали монотонностi функцiй:
а) y = x3 − 3x+ 5, б) y = x− ln (x+ 2), в) y = x2e−2x.

4. Знайти найбiльше i найменше значення функцiй на iнтервалi:
а) y = 2x3 + 3x2 − 12x+ 1, x ∈ [−4; 0];

б) y = x+
4

x2
, x ∈ [1; 3];

в) y = sin 2x− x, x ∈
[
−π

2
;
π

2

]
.

5. Знайти точки перегину, iнтервали опуклостi графiка функцiї:
а) y = x3 − 3x2 + 6x, б) y = ln (x2 + 4), в) y = (x+ 1)ex+1.

6. Знайти асимптоти лiнiй:
а) y =

1

x2 − 5x+ 6
, б) y = 2 + ln

x+ 1

x− 2
, в) y =

1

x2 − 4
.

7. Дослiдити функцiю i побудувати її графiк:

а) y =
x2

2(x− 1)
, б) y =

x2

2
+ lnx.

Домашнi завдання

1. Знайти iнтервали монотонностi функцiй:
а) y = ln (x2 + 3), б) y =

2x

1 + x2
.

Вiдповiдi:

а) функцiя спадає в iнтервалi (−∞; 0) i зростає в iнтервалi (0; +∞);

б) функцiя зростає в iнтервалi (−1; 1) i спадає в iнтервалi (−∞;−1) та
(1; +∞).

2. Знайти локальнi екстремуми функцiї:
(x− 2)(3− x)

x2
.

Вiдповiдь: ymax = y

(
12

5

)
=

1

24
.

3. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї y = 3x − x3, якщо
x ∈ [−2; 3].

Вiдповiдь: (−18; 2).
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4. Знайти асимптоти кривої y =

√
x3

x− 2
.

Вiдповiдь: x = 2, y = x+ 1 при x→ +∞ i y = −x− 1 при x→ −∞.

5. Дослiдити функцiю y =
x3 + 4

x2
i побудувати графiк.

Вiдповiдь: ymin = y(2) = 3; x = 0 i y = x — асимптоти (рис. 2.7).

Рис. 2.7

Завдання для самоперевiрки

1. У чому полягає правило знаходження iнтервалiв монотонностi?

2. Що називається локальним мiнiмумом функцiї? Чому локальним?

3. Що називається локальним екстремумом i чим вiн вiдрiзняється вiд
абсолютного екстремуму?

4. Що називається екстремумом?

5. Сформулювати необхiднi умови екстремуму.

6. Сформулювати достатнi умови екстремуму.

7. Правила знаходження екстремуму. Навести приклади.
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8. Якi точки називаються критичними I роду?

9. Як знайти найбiльше i найменше значення функцiї на вiдрiзку?

10. Яка крива називається опуклою (вгнутою) на iнтервалi?

11. Що називається точкою перегину?

12. Якi точки називаються критичними II роду?

13. Сформулювати достатню умову опуклостi (вгнутостi) кривої. Навести
приклади.

14. Яка достатня умова того, що критична точка II роду є абсцисою точки
перегину? Навести приклад.

15. Сформулювати правило знаходження iнтервалiв опуклостi, вгнутостi та
точок перегину.

16. Що називається асимптотою кривої?

17. Як знайти вертикальну асимптоту?

18. Як знайти невертикальнi асимптоти?

19. Записати загальну схему дослiдження функцiї.



Iндивiдуальнi домашнi
завдання

У наведених нижче варiантах виконати наступне:

1. Знайти похiдну функцiї за означенням.

2. Знайти похiдну функцiї, застосовуючи правила диференцiювання суми,
добутку, частки функцiй.

3. Знайти похiдну складеної функцiї.

4. Знайти похiдну функцiї y = uv iз застосуванням логарифмiчного
диференцiювання.

5. Знайти похiдну функцiї, заданої параметрично.

6. Знайти рiвняння дотичної i нормалi до кривої y = f(x) в точцi
M0(x0; y0).

7. Знайти границi функцiй iз застосуванням правила Лопiталя.

8. Дослiдити функцiю на екстремум та знайти iнтервали її монотонностi.

9. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї на вiдрiзку.

10. Дослiдити функцiю та побудувати її графiк.
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Приклади тестiв

Теоретичнi питання.
1. Похiдна оберненої функцiї y = arcsinx дорiвнює ...

а) − 1√
1− x2

, б)
1√

1− x
, в)

1√
1 + x2

, г)
1√

1− x2
.

2. Похiдна функцiї y = arctg ax дорiвнює ...

а)
1

1 + x2
, б)

a

1 + a2x2
, в)

ax

1 + (ax)2
, г)

a

1− a2x2
.

3. Похiдна добутку двох функцiй u = u(x) i v = v(x) знаходять як ...

а) u′v − v′u, б)
u′

v′
, в) u′v + v′u, г) u′ − v′.

4. Похiдну частки двох функцiй u = u(x) i v = v(x) знаходять як ...

а)
u′v + v′u

v
, б)

u′v − v′u
v

, в)
u′v − v′u

v2
, г) u′v − v′u.

5. Необхiдна умова екстремуму функцiї ...

а) f ′(x) = 1, б) f ′(x) < 0, в) f ′(x) = 0, г) f ′(x) > 0.

6. Достатня умова максимуму функцiї в точцi x0...

а) f ′′(x0) = 0, б) f ′′(x0) < 0, в) f ′(x0) = 0, г) f ′(x0) < 0.
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7. Умова опуклостi графiка функцiї ...

а) f ′(x) < 0, б) f ′′(x) < 0, в) f ′′(x) = 0, г) f ′(x) > 0.

Правильнi вiдповiдi: 1 – г, 2 – б, 3 – в, 4 – в, 5 – в, 6 – б, 7 – б.
Практична частина (розв’язання задач).
1. Знайти похiдну в точцi x0, застосовуючи основнi правила

диференцiювання:
а) y = 10 arctg x, x0 = 1. Варiанти вiдповiдей:

1

5
; 10; 5; 1.

б) y = x3 + sinx, x0 = 0. Варiанти вiдповiдей: 0,5; -1;
π

2
; 1.

2. Знайти похiдну в точцi x0 складенної функцiї y = (1 + sinx)2, x0 = 0.

Варiанти вiдповiдей: π; 2; 1; 0,5.

3. Знайти кутовий коефiцiєнт дотичної до кривої y = 2x2 в точцi x0 = 1.

Варiанти вiдповiдей: 0,5; -2; 4; 0.
4. Знайти кутовий коефiцiєнт нормалi до кривої y = 3x3 в точцi x0 = 1.

Варiанти вiдповiдей: −0,5; 1; 9; 0,25.

5. Знайти одну критичну точку I роду для функцiї y = x3 − 3x + 5.

Варiанти вiдповiдей: 2; -1; 0; 1.
6. Знайти критичнi точки II роду для функцiї y = x3 − 12x. Варiанти

вiдповiдей: -1;
1

12
; 0; 6.
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